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Предисловие.



Задачи с модулем (абсолютной величиной) числа встречаются в вариантах вступительных экзаменов по математике большинства вузов и нередко становятся «камнем преткновения» для поступающих.

 Решение задач с модулями приводит учащихся к необходимости использования классификации и освоения навыков исследования, подготавливая к решению трудных задач с параметрами. Между тем в учебниках недостаточно материала, посвященного задачам с модулями по различным разделам математики. 

Это пособие призвано помочь всем желающим пополнить, систематизировать, углубить свои знания по данной теме. С этой целью весь материал разбит на три раздела:

1. Функции, содержащие модуль, их графики.

2. Уравнения, содержащие модуль.

3. Уравнения, содержащие модуль и параметр.

К каждому разделу даются краткие теоретические сведения по рассматриваемым вопросам. Приведены подробные решения типовых заданий, показаны нестандартные приемы решений, позволяющие получить результат быстрее. Для некоторых заданий указано несколько способов решения.

Данное пособие предназначено для школьников и абитуриентов. Оно может быть полезно учителям школ, изучающим математику на всех уровнях.

В списке литературы указаны наиболее подходящие книги для усвоения темы «Модуль действительного числа».

I. Модуль действительного числа.

1. Основные сведения.

Определение. Модулем (абсолютной величиной) действительного числа х (обозначается |x| ) называется само это число, если оно неотрицательное, и это число, взятое с противоположным знаком, если оно отрицательное:
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x, если х ≥ 0

          


–х, если х < 0.

Основные свойства модуля.

1. Число неотрицательно тогда и только тогда, когда оно равно своему модулю, т.е.
х ≥ 0 ( |x|= x
2. Число рано нулю тогда и только тогда, когда его модуль равен нулю, т.е.

х = 0 ( |x|= 0

3. Число неположительно тогда и только тогда, когда его модуль равен противоположному числу, т.е.

х ≤ 0 (|x|= –x
4. Модуль числа есть число неотрицательное, т.е.

|x| ≥ 0 для любого x
5. Модуль числа не меньше, как самого числа, так и числа ему противоположного, т.е.

|x| ≥ x   для любого x



|x| ≥ –x  для любого x
6. Модули противоположных чисел равны, т.е.

|x| = |–x|   для любого x
7. Квадрат модуля равен квадрату подмодульного выражения, т.е.

|x|2 = x2  для любого x
8. Модуль произведения двух чисел равен произведению модулей сомножителей, т.е.

|a b| = |a| · |b|
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9. Если знаменатель дроби отличен от нуля, то модуль дроби равен частному от деления модуля числителя на модуль знаменателя, т.е. 

10. |am| = |a|m   для любого целого значения m.
11. Если  n – целое число, то |a|n = an.
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12. Квадратный корень из квадратного числа равен модулю этого числа, т.е.

                   = |a|

13. Для равенства любых чисел a и b справедливы неравенства:

| |a| – |b| | ≤  |a + b| ≤  |a| + |b|

| |a| – |b| | ≤  |a – b| ≤  |a| + |b|
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Дополнительные  свойства.
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8.  | f | + | g | = f  + g   ( 
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9. | f | + | g | = f  – g    (
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10. | f | + | g | = – f  + g  (                    (
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11. | f | + | g | = – f  – g   (                   (
12. |x – a| + |x – b| = |a – b|   (   (x – a)(x – b) ≤  0

13. |x – a| + |x – b| = b – a   (   a ≤ x ≤ b , если b ≥  a
2. Геометрический смысл модуля.
Каждому действительному числу соответствует точка числовой оси, для которой это число явилось координатой. Абсолютная величина этого числа – это расстояние от соответствующей точки оси до начала координат. Например, точки  x = a  и  x = – a удалены от начала координат на |a|.

                       –a                   0                   a
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                            |–a| = |a|              |a|                      x

Таким образом, абсолютная величина (модуль) действительного числа есть расстояние от точки, изображающей это число на числовой оси, до начала координат. Например, уравнению |x| = 3 соответствуют две точки: x1 = –3 и x2 = 3, уравнению |x| = 0 –  одна точка 0 – начало координат, а уравнению |x| = c (c < 0) не отвечает ни одно число, т.е. это уравнение не имеет корней, т.е. x Є Ø.

Возьмём на числовой оси две точки a и b и найдём расстояние S между ними.

       1) Если a < b



2) Если a > b

[image: image166.wmf])

(

2

1

2

+

=

x

y

[image: image167.wmf]2

1

2

+

=

x

y

[image: image168.wmf]2

1

+

=

x

y

[image: image169.wmf]2

1

2

+

=

x

y

[image: image170.wmf]10

3

2

+

-

-

=

x

x

y

[image: image171.wmf]10

3

2

+

-

-

=

x

x

y

                                                                                                             

                 a              b                                                 b            a

                    S = b – a                                                    S = a – b          

       3) Если  a = b, то   S = a – b =  b – a = 0
Все эти случаи можно объединить одной формулой

S = |a – b|, которая читается следующим образом: |a – b| - это расстояние на числовой (координатной) оси между точками   a и b.


Рассмотрим теперь связь соотношений  |х| = c,  |х| < c, 

|х| ≤ c,  |х| > c,  |х| ≥ c,  (c > 0) с соответствующими множествами на числовой (координатной) оси.


1) |х| = c  (                             
2) |х| < c   ( – c < x < c.
3) |х| ≤ c  (  – c ≤ x ≤ c.

4) |х| > c  (

5) |х| ≥ c  (
II. Построение графиков функций, содержащих символ абсолютной величины числа.
График функции  f(x) = |х| - биссектриса I и II координатных углов.

Свойства функции f(x) = |х|:

· Область определения D(f) = ( –∞ ; +∞ ).

· Область значений E(f) = [ 0 ; +∞ ).

· Нули функции: x = 0.

· Промежутки возрастания и убывания: f(x) = |х| возрастает на [ 0 ; +∞ ) и убывает на ( –∞ ; 0].

· Свойства чётности: f(x) = |х| – четная, т.к. |–х| = |х|, график её симметричен относительно оси OY.

· Промежутки знакопостоянства: f(x) > 0 при 

x Є ( –∞ ; 0) U (0; +∞ ).

6) Наибольшее и наименьшее значения: f(x) имеет наименьшее значение, равное нулю, при x =0; наибольшего значения не имеет.

7) Так как в точке x =0 функция f(x) = |х| не имеет производной, то касательная к её графику в точке О(0;0) не существует.

1. Построение графиков по определению модуля.

           

          Построить график функции  y = | 2x – 3 |.

1) Раскроем модуль:

2x – 3 < 0,   x < 3/2,   то y = 3 – 2x,


2x – 3 ≥ 0,   x ≥ 3/2,   то y = 2x – 3.

2) Строим график функции

 3 – 2x,  если  x < 3/2,


 2x – 3,  если  x ≥ 3/2.

· y = 3 – 2x – график прямая 

	x
	0
	1

	y
	3
	1


· y = 2x –  3 – график прямая 

	x
	0
	1

	y
	–3
	–1


           

          Построить график функции               

                   _x_                                        
                    |х|                                   ООФ.  x ≠ 0

1) Раскрываем модуль при х > 0 и х < 0.

2) Строим график функции



 3  x2 – 4x + 3,  если  x >0,


 2–– x2 + 4x – 3,  если  x <0.

a) y =  x2 – 4x + 3 – график парабола

· a = 1, 1 > 0,  то ветви вверх.

· Нули функции: y = 0,  x2 – 4x + 3 = 0, х1 = 3,  х2 = 1.

· Вершина параболы 

                                                  

      ( 2 ; –1)

· Ось симметрии   х = 2.

· Дополнительные точки y(0) = – 3 и симметричная y(4) = – 3.

b) y =  –x2 + 4x – 3 – график парабола

· a = – 1, –1 < 0,  то ветви вниз.

· Нули функции: y = 0,  –x2 + 4x – 3 = 0,

       x2 – 4x + 3 = 0,  х1 = 1,  х2 = 3.

· Вершина параболы 

                                                  

      ( 2 ; 1)

· Ось симметрии   х = 2.

· Дополнительные точки y(0)= –3 и симметричная y(4)=  – 3










             Построить график функции y = |x + 2| + 2 |x – 1| – x. 

1) Нули модуля:  x + 2 = 0, 
  x – 1 = 0

      x = – 2,
  x = 1

2)  x < –2,        то  y = – x – 2 – 2x + 2 – x,    y = – 4x.

  –2 ≤ x < 1,    то  y =   x + 2 – 2x + 2 – x,    y = – 2x + 4.

    x ≥ 1,          то  y =   x + 2 + 2x – 2 – x,    y =  2x.

3) Строим график функции

– 4x,  если  x < –2,

– 2x + 4,  если  –2 ≤ x < 1,

   2x,  если  x ≥ 1.









1. Построение графиков функций, используя способ «сложения» («вычитания»).
          

            Построить график функции         y = | x +2| +| x – 1|.

1) Строим график функции y = | x + 2| - биссектрисы I и II квадрантов, сдвинутые влево по оси ОХ на 2 единичных отрезка.

2) Строим график функции y = | x – 1| - биссектрисы I и II квадрантов, сдвинутые вправо по оси ОХ на 1 единичный отрезок.

3) Складываем значения функции, соответствующие одному и тому же значению аргумента.

         




     y = | x +2| +| x – 1|








y = | x – 1|

y = | x + 2|



  Построить график функции       y = | x +2| – | x – 1|.

1) Строим график функции y = | x + 2|.

2) Строим график функции y = | x – 1|. 
3) Вычитаем значения функции, соответствующие одному и тому же аргументу.


       y = | x – 1|. 
       y = | x + 2|









y = | x +2| – | x – 1|



3. Построение c использованием преобразований графиков функций.

              Преобразование симметрии относительно оси ОХ

 f(x) → – f(x).  

    Точки пересечения графиков с осью ОХ остаются неизменными, а остальные точки графика функции y = – f(x) симметричны точкам графика функции y = f(x) относительно оси ОХ.

y = – | x |





            Параллельный перенос вдоль оси ОХ  f(x) →  f(x – a).

  
График функции  y =  f(x – a) получается параллельным переносом графика функции  y =  f(x) вдоль оси ОХ на  |a| вправо при 

a > 0  и влево при a < 0.


y = | x– 2 |

                                                                                                    




          Параллельный перенос вдоль оси OY f(x) →  f(x) + b.

          График функции y = f(x) + b получается параллельным переносом графика функции y = f(x) вдоль оси OY на |b| вверх при b > 0  и вниз при b < 0.

y = |x|– 2

                                                         
   y = |x|                                         









y = |x|– 2





Сжатие и растяжение вдоль оси ОХ  f(x) →  f(ax), a > 0.

1) a > 1   График функции y = f(ax) получается сжатием графика функции  y = f(x) вдоль оси ОХ в a раз.

2) 0 < a < 1 График функции y = f(ax) получается сжатием графика функции  y = f(x) вдоль оси ОХ в 1 /a раз.

1)  y = |2x|


2) 

                                                                y = |2x|                                    


         y = |x|








Построение графика функции y = f(|x|).


Чтобы построить график функции y = f(|x|) достаточно часть графика y = f(x), лежащую в правой полуплоскости x ≥ 0 оставить без изменения, а в левой полуплоскости x < 0 построить кривую, симметричную правой части графика  y = f(x) относительно оси ординат. 

Так как f(|–x|) = f(|x|), то функция y = f(|x|) – четная, т.е. её график симметричен относительно оси ординат.

a) y = x2 – 4|x| + 3;

Строим график функции y = x2 – 4x + 3 

для x ≥ 0, а затем строим симметричную

с построенным графиком относительно 

оси OY.


      


Построение графика функции y =|f(x)|.

Чтобы построить график функции y =|f(x)| достаточно все части графика y = f(x), для которых y ≥ 0, оставить без изменения, а те части, при которых y < 0, отобразить симметрично относительно оси абсцисс.


а) y = |x2 – 4x + 3|;

Строим график функции y = x2 – 4x + 3,                                                                                                    

а часть графика, лежащую над осью 

абсцисс оставляем без изменения и к 

ней достраиваем линию, симметричную

относительно оси абсцисс с той частью, 

которая лежит под осью абсцисс (y < 0).

в) y = |2x + 1|

I способ




        y = |2x + 1|
1) y = 2x + 1 – график прямая.

2) часть графика, лежащую ниже

 оси ОХ отобразим симметрично

 оси абсцисс.


II способ



      y = 2x + 1
Преобразуем выражение в скобках 

таким образом, чтобы выявить 

«добавок» к аргументу.


x:                                                                                                                                


1) Строим график y = |x|


2) Строим график 


3) Строим график 


Построение графиков сложных функций.


Для построения используют последовательные преобразования графиков функций.

а) y = | x2 – 6|x| + 8 |.

|x2 – 6|x| + 8| = | |x|2 – 6|x| + 8 | = | ( |x| – 3)2 – 1 |

1) Строим график функции  y = (x – 3)2 – 1

2) Строим график функции  y = ( |x| – 3)2 – 1

3) Строим график функции  y =|( |x| – 3)2 – 1|

                                                                                                    






          Построение графика уравнения | y | =f(x).


а) при  y ≥ 0   | y | = y.
1) Строим график y = f(x).

2) Оставляем ту часть, для которой y ≥ 0.

3) Отображаем эту часть графика относительно оси ОХ.

4) Часть графика y = f(x), где f(x) < 0, отбрасываем.

                                                                                                      




б) 

                                                                                                    








в) | y | + | x | = 2

    | y | = – | x | + 2

1) Строим график  y = – | x | + 2.

2) Оставляем часть графика, которая выше оси ОХ.

3) Отображаем её относительно оси ОХ.

4) Часть графика  y = – | x | + 2, где y < 0, отбрасываем.

                                                                                                    







         |y| + | x | = 2















   y = – | x | + 2






      

      y = – | x | 

4. Графическое решение уравнений.


           Решить графически уравнение | |x – 1| – 1 | = x2 – 4.

                                                                                                    






1) Строим y = |x| - биссектрисы I и II квадрантов.

2) y = | x – 1| – сдвигаем график y = |x| вправо вдоль оси ОХ на 1 единичный отрезок.

3) y = | x – 1| – 1 – сдвигаем график  y = | x – 1| на 1 единичный отрезок вниз по оси OY.

4) y = | x – 1| – 1| - отражаем симметрично относительно оси ОХ ту часть, которая ниже оси абсцисс, и оставляя без изменения ту часть, для которой y ≥ 0.

5) y = x2 – 4 – график парабола, полученная сдвигом графика

  y = x2 на 4 единичных отрезка вниз вдоль оси OY.


Графики функций  y = | x – 1| – 1|  и  y = x2 – 4 пересекаются в точках x1 и x2=2.


Найдем x1. x1 < 0. x1 – это точка пересечения параболы y = x2 – 4 и прямой y = – x (x < 0), т.е. найдём отрицательный корень уравнения 

x2 – 4 = – x,

x2  + x – 4 = 0,


Д = 1+ 16 = 17,    
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Значит, x1<0, то 
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Ответ: 2,  
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Для каждого значения параметра a найти количество корней уравнения 
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1) Строим график функции y =
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y = |x +2| + |x – 2|;

Раскроем модули. Нули модуля: -2; 2.

        x < –2,    
y = –x – 2 – x + 2, 
y = –2x..
–2 ≤ x ≤ 2, 
y = x +2 – x + 2,
y = 4.

      x ≥ 2,
y = x +2 + x – 2,
y = 2x.



–2x, если x < –2;    


  y =
4, если –2 ≤ x ≤ 2;  



2x, если x ≥ 2.

2) Строим график функции y = a.

3) Двигаем график функции y = a вдоль оси OY параллельно оси ОХ и определяем количество корней:

при a < 4 
нет корней;

при a = 4 
[–2; 2];

при a > 4 
2 корня.

                                                                                                    








Ответ: при a < 4 – нет корней; при a > 4 –2 корня; при a = 4 –
множество корней из [–2; 2].


 
При каких значениях параметра a уравнение 
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 имеет 2 корня?

ОДЗ: x ≠ – 4; x ≠ 0.

Раскроем модули. Нули модуля: x = 0, x = –4.

1) 
x < – 4,




x < – 4,

(x + 4)2 + (–1 – 1 + a)2 = 25.

(x + 4)2 + (a – 2)2 = 25.

Графиком уравнения (x + 4)2 + (a – 2)2 = 25 в системе координат Хоa будет окружность с центром (–4; 2) и R=5.

2) 
– 4 < x < 0,



– 4 < x < 0,

(x + 4)2 + (1 – 1 + a)2 = 25.

(x + 4)2 + a2 = 25.

Графиком уравнения (x + 4)2 + a2 = 25 будет окружность с центром 

(–4; 0) и R=5.

3) 
x > 0,




x > 0,

(x + 4)2 + (1 + 1 + a)2 = 25.

(x + 4)2 + (a + 2)2 = 25.

Графиком уравнения (x + 4)2 + (a + 2)2 = 25 будет окружность с центром (–4; –2) и R=5.

Строим графики уравнений на соответствующих им промежутках.

                                                                                                    









–5 < a < –3;    –3 < a < 1;
3 <  a  < 5.

Ответ: при –5 < a < –3, –3 < a < 1, 3 < a  < 5 уравнение имеет 2 корня.


         Построить график функции f(x)=|x – x8| + |x + x8| на отрезке [–1; 1].

Нули модуля: x = 0; x = –1; x =1.







–1            0           1          x 

  –1 ≤ x < 0,


–1 ≤ x < 0,

  f(x) = –x + x8 – x – x8,
f(x) = –2x.


  0 ≤ x ≤ 1,


0 ≤ x ≤ 1,

  f(x) = x – x8 + x + x8,
f(x) = 2x.

III. Уравнения, содержащие знак модуля.


Схемы решений основных типов уравнений.
1.   Уравнение |x| = c (c – действительное число).



x = ± c, если c > 0,

  |x| = c  (
x = 0,   если c = 0,



x Є Ø, если c < 0.

2. Уравнение | ±f | = f.

| ±f | = f  (  f ≥ 0.
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3. Уравнение вида | f | = g.



              g ≥ 0,

            | f |   = g ( 
f  = g,



                 f  = – g.

4.  Уравнение вида | f | = | g |.

            а)  
  

f  = g,




            f  = – g, т.е. f  = g  или f  = – g.

5.  Уравнение вида | x – a | + | x – b| =  b – a  (b > a).


| x – a | + | x – b| =  b – a  (   a  ≤ x ≤ b

1. Метод интервалов при решении уравнений.

Этот метод является универсальным. Он годится для решения уравнений всех типов. Алгоритм решения уравнений, содержащих знак модуля, методом интервалов заключается в следующем:

1) Находим область определения уравнения.

2) Находим нули выражений, стоящих под знаком модуля.

3) Этими нулями разбиваем область определения уравнения на промежутки, в каждом их которых все подмодульные выражения сохраняют знак. Концы полученных промежутков можно относить к любому из смежных промежутков.

4) Далее исходное уравнение рассматривается на каждом из полученных промежутков, и найденные решения объединяются.


Например, решить уравнение:


| 2x + 1 | + | 5 – 3x | + 1 – 4x = 0.

1) Область определения уравнения – вся числовая прямая.

2) 
2x + 1 = 0,

5 – 3x = 0.
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4) а) x < – 1/2,

– 2x – 1 + 5 – 3x +1 – 4x = 0,



– 9x = – 5,



   x = 5/9.


x < – ½,


x  = 5/9.

Решений нет.

б) – 1/2  ≤  x  ≤ 5/3,


 2x + 1 + 5 – 3x +1 – 4x = 0,



– 5x = – 7,



   x = 7/5.


– 1/2  ≤  x  ≤ 5/3,
           5/3  > 7/5, т.к.  25/15  > 21/15,

x = 7/5.



x = 7/5.

в) x  ≥ 5/3

 2x + 1 + 5 + 3x +1 – 4x = 0,



x = 3.


x  ≥ 5/3,


x = 3.



 x = 3.

Ответ: {7/5; 3}

2. Рациональные уравнения.
1) Решить уравнение: | x2 – 2x – 7 | = 4 ( по схеме 1).



x2 – 2x – 7  = 4,



x2 – 2x – 7  = – 4.

x2 – 2x – 11  = 0


x2 – 2x – 3  = 0

Д > 0,




Д > 0,

x1,2 = 
[image: image11.wmf]3
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x1 = 3;  x2 = – 1.







x = 3,







x = – 1,







x = 
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Ответ: {
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2) Решить уравнение: | x – 8 | =  x – 8 ( по схеме 2).




   x – 8 ≥ 0,




   x ≥ 8.

Ответ: x Є [ – 8; +∞ ).

3) Решить уравнение:  
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 (по схеме 2).
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5

3

1

2

3

2

2

³

+

-

-

+

x

x

x

x


Найдём нули числителя и знаменателя дроби.

3x2 + 2x – 1  = 0,


x2 – 3x + 5  = 0,

Д > 0,




Д = 9 – 20 = – 11,
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Д < 0

x1 = –1;  x2 = 1/3.
Корней нет.






Ветви параболы  y = x2 – 3x + 5






направлены вверх, т.к. a =1, 1 > 0 

x2 – 3x + 5 > 0  при любых x.

Значит, 3x2 + 2x – 1 ≥  0. Ветви параболы y = 3x2 + 2x  – 1 направлены вверх, т.к. a = 3, 3 > 0.


Эскиз параболы:



x Є ( – ∞; – 1 ] U  [ 1/3; +∞ )

Ответ: x Є ( – ∞; – 1 ] U  [ 1/3; +∞ ).

4) Решить уравнение: | 2x – 3 | = | x + 7 |  (по схеме 4).

 
 2x – 3 =  x + 7,                x = 10,  


2x – 3 =  – x  – 7.   
     x = – 4/3.

Ответ: { – 4/3; 10 }.

5) Решить уравнение: | 2x2 – 1 | =  x2 – 2x + 3   (по схеме 3).


x2 – 2x + 3 ≥ 0, 

x2 – 2x + 3 ≥ 0,


2x2 – 1 = x2 – 2x + 3,   
y = x2 – 2x + 3 – график -  парабола,


2x2 – 1 = – x2 + 2x – 3,   
т.к. a = 1, 1 > 0, ветви вверх.






Нули функции x2 – 2x + 3 = 0 ,






Д = 4 – 12 = – 8, Д < 0 

а) 2x2 – 1 = x2 – 2x + 3,   

Эскиз параболы 

    x2 + 2x – 4 = 0, Д > 0,
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       x2 – 2x + 3 > 0 при всех х.

б) 2x2 – 1 = – x2 + 2x – 3, 

    3x2  – 2x + 2= 0, Д < 0,

    корней нет.

Ответ: {
[image: image19.wmf]5
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 6) Решить уравнение: | x + 3 | + | x – 1| = 4  (по схеме 5).


a = – 3; b = 1,   b – a = 1 – (– 3 ) = 4,   b > a.

Поэтому решение уравнения  – 3 ≤ x < 1.

Ответ: x Є [ – 3;  1 ].

7) Решить уравнение:  | x – 1 | + | x – 3 |  = 2x – 4  (по свойству 14).

f(x) = x – 1,     g(x) = x – 3,    f(x) + g(x) = 2x – 4.


            x – 1 ≥ 0,

x ≥ 1,

                     x – 3 ≥ 0.

x ≥ 3.

Ответ: x Є [ 3; +∞ ).

8) Решить уравнение:  | 2x + 5 | + | 2x – 1 |  = 6  (по свойству 15).



f(x) = 2x + 5,     g(x) = 2x – 1,    f(x) – g(x) = 6.



2x + 5 ≥ 0,

x ≥ – 5/2,


2x – 1 ≤ 0.

x ≤  1/2.
Ответ: x Є [ – 5/2 ; 1/2  ].

         9) Решить уравнение:  | 2x – 4 | + | x – 1 |  = 3 – x    (по свойству 16).



f(x) = 2x – 4,  g(x) = x – 1,    – f(x) + g(x) = – x + 3.



2x – 4 ≤ 0,

x ≤ 2,



x – 1 ≥ 0.

x ≥ 1.

Ответ: x Є [ 1 ; 2 ].

        Уравнения, решаемые подстановкой (заменой переменных).

10) Решить уравнение: x2 – 6 | x | + 8 = 0  



| x | = y,    y ≥ 0



y2 – 6y + 8 = 0,  



y1 = 2;  y2 = 4.



| x | = 2; 
| x | = 4,



  x  =  ± 2.
  x  =  ± 4.

Ответ: {± 2 ; ± 4 }.

11) Решить уравнение: x2 + 2x – 4 | x + 1| – 4 = 0.  



x2 + 2x + 1 – 4 | x + 1| – 5 = 0,  


(x +1)2 – 4 | x + 1| – 5 = 0,  
| x +1| = y,    y ≥ 0,



y2 – 4y – 5 = 0,  



y1 = 5;      y2 = – 1     – не удовлетворяет условию y ≥ 0.



| x + 1| = 5; 

x + 1 =  5;
  x + 1 = – 5;



  x  =  4.
  x  =  – 6.

Ответ: {– 6;  4 }.

12) Решить уравнение 
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y2 + 4y – 5 = 0,

y1 = –5;      y2 = 1.  
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x + 1 = – 5| x – 1|,

x + 1 = | x – 1|
,
x – 1 = 0


x + 1 ≤ 0,


x + 1 ≥ 0,

x = 1


x ≤ – 1 ⇒  x – 1 ≤ 0,

x ≥ – 1⇒                    -     +      






     
              –1         1             x
  
x + 1 =  5 ( x – 1),

при –1
≤ x ≤1,
    
при x ≥ 1,


x + 1 =  5x – 5
,

x + 1 =   1 – x
,
x + 1 =  x – 1,



4x = 6,



2x = 0, 

0x=–2 – не верно,


x =  3/2.


x = 0.


корней нет.



x ≤ – 1,   решений

–1≤ x ≤1,



x =  3/2,       нет


x = 0.

x = 0.

Ответ: { 0 }.

Уравнения вида f + g = 0, где f ≥ 0, g ≥ 0.

Решение таких уравнений дает система    f = 0,

 g = 0.
13) Решить уравнение: (x2 – 5x + 6)2 + 3| x – 3 | = 0.


Здесь  (x2 – 5x + 6)2 ≥ 0   и  3| x – 3 | ≥ 0, значит,


x2 – 5x + 6 = 0,
(x – 2) (x – 3) = 0,
x = 2, x = 3,


3| x – 3 | = 0.

x = 3.


x = 3.

x = 3

Ответ: { 3 }.

       14) Решить уравнение: | x2 – 1 | + | x – 1 | = 0.


| x2 – 1 | = 0,

x2 – 1 = 0,

 x =  ± 1,


| x – 1 | = 0.

x – 1 = 0.

x = 1.

x = 1

       Ответ: { 1 }.

         Уравнения вида f(x) = 0, решаемые разложением левой части на множители.

       15) Найти все решения уравнения (| x | + 1)2 = 4 | x | + 9,  

 
  принадлежащие  области определения функции. 
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ОДЗ: 5 – 2x ≥ 0,

| x |2 + 2| x | + 1 – 4| x | –  9 = 0

         2x ≤ 5,


| x |2 – 2| x |  –  8 = 0



         x ≤ 5/2.


| x | = 4 ;  | x | =  – 2


(| x | –  4) (| x | +  2) = 0


| x | +  2 ≠ 0  ⇒ | x | –  4 = 0




   | x | =  4 




     x = ± 4




     x  = –  4 удовлетворяет ОДЗ



   
     x = 4  не удовлетворяет ОДЗ

         Ответ: x  = –  4.

Уравнения со «сложным» модулем.

  Будем называть «сложным» модулем такое выражение, в   котором под знаком модуля находится функция, в записи которой – один или несколько модулей.

      Уравнения, указанного в названии вида, решаются, как правило, методом интервалов или применением рассмотренных выше свойств модуля.

16)  Решить уравнение: | | x + 1 | + 2 | = 1.

Т.к. | x + 1 | ≥ 0, то | x + 1 | + 2 ≥ 2, значит, уравнение не имеет решений.

Ответ: x Є Ø.

17)  Решить уравнение: | | | x | –1 | – 1 | = 1.


 | | x | –1 | – 1 = 1,
 
| | x | –1 | = 2,


 | | x | –1 | – 1 = – 1.
 
| | x | –1 | = 0.

а) | | x | –1 | = 2,


| x | –1 = 2,

| x | = 3,
x  =  ± 3,
| x | –1 = – 2.

| x | = –1. 
x Є Ø.

x  =  ± 3.


б) | | x | –1 | = 0

в)      x  =  ± 3
     | x | –1 = 0

                     x  =  ± 1
      | x | = 1
       x  =  ± 1

Ответ: { ± 1 ; ± 3 }.

IV.   Решение уравнений, содержащих параметр и знак модуля.

1. Рекомендации для учащихся:


Во-первых, нужно знать, что параметр это конкретное число, которое может принимать любые допустимые значения.



Во-вторых, решить пример с параметром означает дать ответ на бесконечно много примеров – равно столько, сколько нужно рассказывать про все значения параметра.



В ответе нужно рассказать про все значения параметра: при каких значениях решений нет, при каких есть и какие именно.



В любом примере, особенно с параметром, очень важно  

следить за областью допустимых значений. Да и экзаменаторы очень её любят.


Ещё один совет: быть аккуратным, чтобы не запутаться при подведении итогов результатов решений. Здесь нужен небольшой опыт, а также продуманная система оформления решений, где вам хорошо были бы видны накладываемые  ограничения на параметр и итоги рассмотрения этих случаев.

Алгоритм решения уравнений с параметрами для учащихся:

1. Вы решаете задачу, не обращая внимания  на параметр, работая с ним, как с конкретным числом, до тех пор, пока он сам не заставит обратить на себя внимание.

2. Это произойдет тогда, когда от его значений будет зависеть дальнейший ход преобразований (деление обеих частей неравенства, извлечение корня и т.д.).

3. Сложность может заключаться в том, что при разных значениях способ решения может быть различным. И тогда нужно рассмотреть несколько случаев. Здесь важен небольшой опыт и внимательность.

2. Рациональные уравнения с параметром.
2.1. Уравнения, содержащие неизвестную в первой степени.


Решить в зависимости от значений а.
 | x – 3 | = a

По свойству модуля при всех 
[image: image26.wmf]R
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 левая часть уравнения неотрицательна, следовательно, при a < 0 уравнение не имеет решений. 

При a = 0   x = 3. 

При a > 0   x – 3 = ±  a, откуда x = 3 ±  a.

Ответ: при a = 0   x = 3.


при a > 0   x = 3 +  a. x = 3 –  a.


при a < 0 уравнение не имеет решений.




При каких значениях параметра a уравнение  x = a · | x – 5 | имеет единственное решение, два решения, не имеет решения. Найдите их. 


Для решения уравнения найдём нули модули    x – 5 = 0   x = 5.


Раскроем модуль на двух промежутках: x ≥ 5 и x < 5.

1)
x ≥ 5,


2)         x < 5,

x = a ( x – 5 )

            x = a ( – x + 5 )







x ≥ 5,



x < 5,



x – ax = – 5a;
     

x + ax = 5a;




x ≥ 5,



x < 5,



x ( 1– a ) = – 5a;

x ( 1+ a ) = 5a
;

Исследуем линейное уравнение
Исследуем линейное уравнение

в зависимости
от параметра a.
в зависимости от параметра a.
x ( 1– a ) = – 5a
;


x ( 1+ a ) = 5a;


Если 1– a = 0, т.е. a = 1, то 

Если 1+ a = 0, т.е. a = – 1, то
x · 0 = – 5 Уравнение не имеет
x · 0 = – 5 Уравнение не имеет

решения.



решений.

Если 1– a ≠ 0, т.е. a  ≠ 1, то

Если 1+ a ≠ 0, т.е. a  ≠ – 1, то
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x ≥ 5,




x < 5,
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, a  ≠ 1;
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, a  ≠ –1;

Учтем, что x ≥ 5, т.е. 
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Учтем, что x < 5, т.е. 
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решим методом интервалов

решим методом интервалов

неравенство.



неравенство.

Получим a > 1. Т.е. при a > 1
Получим a > – 1. Т.е. при a > –1

уравнение будет иметь 

уравнение будет иметь

единственное решение
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на промежутке x ≥ 5.


на промежутке x < 5.

Ответим на поставленные вопросы. Наши решения покажем на координатных прямых.
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При a > 1 уравнение имеет два корня 
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При a < – 1 уравнение не имеет решения.

При – 1< a  ≤ 1 уравнение имеет одно решение, т.е. 
[image: image39.wmf]a
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Ответ:      a > 1,

[image: image40.wmf]a

a

x

-

-

=

1

5

1

;

[image: image41.wmf]a

a

x

+

=

1

5

2

.


      a < – 1,
решений нет.


– 1< a  ≤ 1,
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Решить самостоятельно:

При каком a уравнение имеет решения. Найдите их.
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При каких значениях a уравнение | x + 3| · ( x – 3 ) + a = 0 имеет ровно 3 решения?


Найдем нули модуля: x + 3 =0;
x = – 3.

Раскроем модуль на двух промежутках:


x  ≥ – 3  


x  < – 3

   x  ≥ – 3,  



x  < – 3

   ( x + 3) ( x – 3 ) + a = 0;

(– x – 3) ( x – 3 ) + a = 0;

Исследуем уравнение


Исследуем уравнение

( x + 3) ( x – 3 ) + a = 0;

(– x – 3) ( x – 3 ) + a = 0;

x2 – 9 + a = 0;



– ( x2 – 9 ) = – a ;

x2 =  9 –  a ;



x2 – 9 = a ;

при  9 –  a ≥ 0, т.е.  a ≤ 9

x2 = a + 9;

уравнение имеет два корня 

при a + 9 ≥ 0, т.е.  a ≥ – 9
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уравнение имеет два корня

x ≥ – 3;
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 a ≤ 9


x < – 3;

Учтем, что x ≥ – 3


Учтем, что x < – 3
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 при 9 –  a ≥ 0
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неравенство имеет решение,

решения нет.

т.е. a ≤ 9.




[image: image49.wmf],

3

9

-

<

+

-

a

  


[image: image50.wmf],

3

9

-

³

-

-

a

   



[image: image51.wmf],

3

9

>

+

a



[image: image52.wmf],

3

9

£

-

a



[image: image53.wmf],

0

9

³

-

a





a + 9 ≥ 0,
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a + 9 > 9,

неравенство имеет решение

Т.е. при a > 0

a ≤ 9;




уравнение имеет один корень

a ≥ 0;     т.е.     0 ≤ a ≤ 9;
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Т.е.  при 0 ≤ a ≤ 9 уравнение 

имеет два различных корня.
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Ответим на поставленный вопрос.


При 0 ≤ a < 9 уравнение имеет 3 корня.
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Ответ: при 0 ≤ a < 9 три корня.

При каких значениях a уравнение | x + 3| · ( x – 3 ) + a = 0 имеет ровно 3 решения? (Графический способ).


| x + 3| · ( x – 3 ) = – a
Построим графики, заданные в левой и правой частях:

1) y = | x + 3| · ( x – 3 )

Найдем нули модуля: x + 3 =0;
x = – 3.

Раскроем модуль на двух промежутках: x  < – 3;  x  ≥ – 3.

x  ≥ – 3;  



x  < – 3;

y = ( x + 3) ( x – 3 ) = x2 – 9;

y = – ( x + 3) ( x – 3 ) = 9 –  x2;

2) y = – a – линейная функция, график прямая, параллельная оси OY.

             Эскиз графиков.            y                                               





      y = – a 

Ответ:   0 < a < 9.


 При каких значениях a уравнение 
[image: image60.wmf]a

x

x

x

x

=

+

+

+

+

12

8

6

2

2

 имеет единственное решение?

ОДЗ: x2 + 8x + 12 ≠ 0;  x ≠ – 6; x  ≠ –2;

Найдем нули модуля: 2x + 6 = 0;
x  = –3;

Раскроем модуль на двух промежутках:   x ≥ –3   и   x < –3.

1)    x ≥ –3;   

 
и      2)       x < –3.
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x ≥ –3;   



   x < –3.



[image: image63.wmf](

)

(

)

(

)

;

a

x

x

x

=

+

+

+

2

6

2

3




   
[image: image64.wmf](

)

(

)

(

)

;

a

x

x

x

=

+

+

+

-

2

6

6


x ≥ –3;   



   x < –3.
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Исследуем уравнение:

   Исследуем уравнение 
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Если a = 0;  0 ∙ x = 3


  Если a = 0;  0 ∙ x = – 1

решения нет.



   решения нет.

a ≠ 0; 
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   a ≠ 0; 
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единственное решение.

   единственное решение.

x ≥ –3;   



  x < –3;
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 a ≠ 0;   

Учтем, что x ≥ –3;   т.е.

  Учтем, что x < –3; т.е.
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Решим методом интервалов

   Решим методом интервалов

неравенство.



   неравенство

Получим 0  < a ≤ 1.



Получим 0  < a < 1.

Т.е. при 0  < a ≤ 1 уравнение

Т.е. при 0 < a < 1 уравнение

будет иметь единственное


будет иметь единственное

решение 
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решение 
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Ответим на поставленный вопрос. Наши решения покажем на  координатных прямых.
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При a = 1 уравнение имеет одно решение.

Учтем ОДЗ   x ≠ – 2;  x  ≠ –6;

x ≥ –3;   




x < –3;

x  ≠ –6; x ≠ – 2;  



x  ≠ –6; x ≠ – 2;  
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С учетом ОДЗ




При 
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 и 
[image: image88.wmf]4

3

=

a

  уравнение имеет одно решение.

Ответ: 
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf];
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 - единственное решение.

               Решить самостоятельно:

 При каких значениях a уравнение 
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имеет единственное решение? Ответ: 
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 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf];
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2.2  Квадратные уравнения с параметром.


При каких значениях параметра a уравнение 
[image: image96.wmf](
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 имеет два различных корня? 

Так как 
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 получим новое квадратное уравнение 
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   Для того чтобы исходное уравнение имело два различных корня, новое уравнение должно иметь только один положительный корень. Это будет в двух следующих случаях:

а) один из корней положителен, другой отрицателен. Для этого достаточно, чтобы дискриминант был положительным, а произведение корней было отрицательным;

б) оба равных корня положительны. Для этого достаточно, чтобы дискриминант был равен нулю, а сумма корней была положительной.


   Таким образом, получим совокупность двух систем.

1)    Д > 0,



2)   Д = 0,


      y1 ∙ y2 < 0;



       y1 + y2 > 0;

Так как 
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 то системы будут иметь вид:
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)

(

)

;

,

0

1

2

2

0

1

2

>

+

=

-

a

a




[image: image106.wmf](

)

(

)

;

,

0

2

0

1

2

<

+

>

-

a

a

a






[image: image107.wmf](

)

;

,

0

1

2

0

1

2

>

+

=

-

a

a




[image: image108.wmf];

,

0

2

1

<

<

-

¹

a

a






[image: image109.wmf];

,

2

1

1

-

>

=

a

a


Откуда 
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или
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Ответ: 
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При каких значениях с уравнение  x2 – ( 3c – 2 ) ∙ | x | + 2c2 – c = 0 имеет 4 различных корня?

Так как | x |2 = x2, то сделав замену | x | = y, где y ≥ 0, получим новое квадратное уравнение  y 2 – ( 3c – 2 ) ∙ y + 2c2 – c = 0.

Для того чтобы исходное уравнение могло иметь четыре различных корня новое уравнение должно иметь два положительных корня. Это будет в том случае, когда дискриминант, произведение и сумма корней будут положительны.


Таким образом, получим систему неравенств:


Д > 0;
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Так как Д = ( 3c – 2 )2  – 4∙ ( 2c2 – c ) = 9c2 – 12c + 4 – 8c2 +4c  = c2 – 8c +4
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 то система будет иметь вид:

    c2 – 8c +4 > 0;

[image: image118.wmf];
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    3c – 2 > 0;
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       Откуда имеем
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    2c2 – c > 0;
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Ответ: 
[image: image122.wmf];
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Решить самостоятельно:

1) При каких значениях b уравнение x2 – ( 4b – 2 )∙|x| +3b2 – 2b = 0  имеет два различных решения?

2) При каких значениях a уравнение x2 – ( 3a – 2 )∙|x| +2a2 – a = 0  имеет четыре различных корня?





Решить уравнение  | x – 2 | + | x + a | = 5 (графически).

| x – 2 | + | x + a | = 5

(1)

Представим уравнение в виде: | x + a | = 5 – | x – 2 |. 

Построим графики, заданные в правой и левой частях.

y = 5 – | x – 2 | - правая часть этого уравнения задает “неподвижный уголок».

y =| x + a | - левая часть этого уравнения – “уголок», вершина которого двигается по оси абсцисс.









Очевидно, что вершина «движущегося уголка» попадает в т.С.

С (-3;0) – координаты точки удовлетворяют уравнению y =| x + a |,

0 =|  –3 + a |,  a = 3.

При a = 3 решение уравнения (1) отрезок СВ, т.е. –3  ≤ x  ≤ 2;

Вершина «движущегося уголка» попадает в т.А.

А (7;0) – координаты точки удовлетворяют уравнению y =| x + a |,

0 =|  7 + a |,  a = –7.

При a = –7 решение уравнения (1) отрезок АВ, т.е. 2  ≤ x  ≤ 7;

Вершина «движущегося уголка» может двигаться между точками С и А. Тогда уравнение | x + a | = 5 – | x – 2 | будет иметь два решения 
[image: image123.wmf]2
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 или 
–7 < a < 3.

Если вершина «движущегося уголка» правее точки А или левее точки С, то уравнение не имеет решения.

При a > 3  и при a < – 7  уравнение не имеет корней.

Ответ: При a > 3  и при a < – 7   нет корней, 


при – 7 <  a < 3 два корня  
[image: image124.wmf],
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при  a = –7
  2 ≤   x  ≤ 7,


при  a = 3
– 3 ≤   x  ≤ 2.



Найти все значения параметра a , при которых уравнение

 | 2x – a | + 1 = | x + 3 |  имеет единственное решение?


Представим данное выражение в виде  | 2x – a | = | x + 3 | – 1.  

y =  | x + 3 | – 1. Правая часть этого уравнения  задает неподвижный «уголок», 

y = | 2x – a | Левая – «уголок», вершина которого двигается по оси абсцисс.  






   y =  | x + 3 | – 1





     y = | 2x – a |  







Очевидно, данное уравнение будет иметь единственное решение, если вершина движущегося «уголка» попадет или в точку А, или в точку В. Имеем А(-4;0); В(-2;0), и координаты этих точек удовлетворяют уравнению y = | 2x – a |. Тогда |– 8 – a |=0 или |– 4 – a|=0.


Отсюда a =  – 8 или a =  – 4.

Ответ: a =  – 8 или a =  – 4.



Найти все значения параметра a , при которых уравнение

x2 – 4x – 2 ∙ | x  – a | + 2 + a = 0  имеет ровно два различных решения?


Воспользовавшись определением абсолютной величины, заменим данное уравнение двумя системами.

1)  x – a ≥ 0;


        2)    x – a < 0;


   x2 – 4x – 2( x – a ) + 2 + a = 0;
   x2 – 4x – 2( a – x ) + 2 + a = 0;

   x ≥ a;



   x < a;

   x2 – 4x – 2x +2a + 2 + a = 0;
   x2 – 4x – 2a +2x + 2 + a = 0;

     x ≥ a;



   x < a;

   3a = – x2 + 6x – 2;


   a = x2 – 2x + 2;

     x ≥ a;
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      На полуплоскости x ≥ a построим 
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На полуплоскости x < a построим a = x2 – 2x + 2.
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Найдем точки пересечения графиков.
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В ( 2 ; 2 ) ;  А ( 1 ; 1 ).
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Следовательно: 


если – ∞ < a < 2, то исходное уравнение имеет два решения;


если  a = 2, то  три решения;


если  2 < a < 7/3, то  четыре решения;


если  a = 7/3, то  три решения;


если  a > 7/3, то  два решения.

Ответ: – ∞ < a < 2;    7/3 < a < + ∞.

В зависимости от значений параметра a определить число        корней уравнения 
x2 + 4x – 2 ∙ | x  – a | + 2 –  a = 0  

Как и в предыдущем случае, воспользуемся графическим методом решения. Для этого на координатной плоскости xОa строим прямую, заданную уравнением x  – a, а также графики функций, заданных соотношениями: 

x  – a ≥ 0;



x  – a < 0;


x2 + 4x – 2 ( x  – a ) + 2 –  a = 0;  
x2 + 4x – 2 ( a  – x ) + 2 –  a = 0;  


x  ≥  a; 



x  <  a;


a = – ( x  + 1 )2 – 1;  


a = 1/3( x2 + 6x + 2 );

Графики функций пересекаются с прямой   a = x в точках 

А (–1 ; –1 ) и В (–2 ; –2 ).

 На полуплоскости x  ≥  a построим a = – ( x  + 1 )2 – 1.
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На полуплоскости x  <  a построим a = 1/3( x2 + 6x + 2 ).
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При 
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 уравнение имеет три корня.

При 
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При 
[image: image139.wmf]2

3

7

-

<

<

-

a

  уравнение имеет четыре корня.


                                                                                                    






Ответ: При 
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3

7

-

=

-

=

a

a

,

 уравнение имеет три корня.

При 
[image: image141.wmf]2

3

7

-

>

-

<

a

a

,

 уравнение имеет два корня.


При 
[image: image142.wmf]2

3

7

-

<

<

-

a

  уравнение имеет четыре корня.
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